
PROBLEMELE ENERGETICII REGIONALE 1-1 (40) 2019 

79 © Бушер В. В., Глазева О. В. 2019 

The Method for Determining the Internal Complex Resistance of a Source 

to Obtain Maximum Power from an Active Multi-Pole 

1Busher V. V., 2Glazeva O. V. 
1Odessa National Polytechnic University, 2National University «Odessa Maritime Academy» 

Odessa, Ukraine 

 

Abstract. The study of the active multipoles, whose individual circuits are connected in the form of a 

star, was conducted. The aim of the research is to determine the conditions for obtaining maximum 

power under the load. The solution is found using the principle of a superposition and an analytical 

search for an extremum in an active DC three-pole. It is ensured that the necessary condition is the 

equivalence of the active resistance of the source and the load in each branch, regardless of the 

electromotive force of the source. It is based on a special symmetry of partial differential equations – 

in each equation the resistance of the branch of the sources is summed up with the resistance of the 

same branch of the load. The scientific novelty of this work consists in the analytically accurate 

substantiation of the condition for achieving the maximum power for an n-phase AC network with the 

isolated neutrals – full resistances in each branch of the load must be equivalent to conjugate complex 

resistances of a source. A new method for the experimental determination of internal resistances of 

both of a three-phase and n-phase source of electrical energy is proposed. It is based on the selection 

of conjugated complex resistances of the load and the source. The procedure consists of two stages: 

ensuring the voltage resonance in each phase of a multipole and iterative selection of the resistance of 

the load in each phase to obtain the maximum power. The MULTISIM model can be used in virtual 

laboratory works for the study of the electrical engineers. 
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Metoda de determinare a rezistenței complexe interne a sursei pentru obţinerea puterii maxime de la 

multipolul activ 
1Bușer V.V., 2Glazeva O.V. 

1Universitatea Politehnică Națională din Odessa 
2Universitatea Națională "Academia Maritimă Odessa", Odessa, Ucraina 

Rezumat. A fost efectuat un studiu al multipolilor activi cu conexiunea circuitelor în stea. Scopul lucrării este de 

a determina condițiile de obținere a puterii maxime în sarcină și de a dezvolta o metodă pentru determinarea 

rezistenței interne totale a unei surse multifazice. Scopul a fost realizat folosind metodele de suprapunere și 

căutarea analitică a unui extremum pentru un tripol activ de curent continuu. Se demonstrează că condiția 

necesară pentru obținerea puterii maxime în sarcină dintr-un astfel de tripol este egalitatea rezistențelor active ale 

sursei și a sarcinii din fiecare ramură, astfel încât în acest caz ecuațiile diferențiale parțiale, pe baza cărora se 

găsește extremumul, devin identice egale cu zero, indiferent de forța electromotoare a sursei. Noutatea științifică 

a lucrării constă în fundamentarea analitică exactă a condiției de obținere a puterii maxime şi pentru o rețea de 

curent alternativ cu n-faze cu neutre izolate - rezistența totală a fiecărei ramuri de sarcină trebuie cuplată în mod 

complex cu rezistența aceleiași ramuri a sursei. Pe baza acestei soluții a fost propusă o nouă metodă de 

determinare experimentală a rezistențelor interne ale unei surse de energie electrică cu n-faze, pe baza selecției 

complexelor de sarcină conjugată și rezistențelor sursei. Procedura constă în asigurarea rezonanței a tensiunilor 

în fiecare fază a multipolului de curent alternativ, utilizând un stocaj de inductanță și capacitate și, indiferent de 

tipul de curent, selectează iterativ rezistențele de sarcină consecutiv în fiecare fază pentru a obține puterea totală 

maximă.  
Cuvinte-cheie: puterea activă maximă livrată, tripol activ de curent continuu, multipoli de curent alternativ, 

ecuații diferențiale parțiale. 

 

Способ определения внутренних комплексных сопротивлений источника для получения 

 максимальной мощности от активного многополюсника 
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Аннотация. Проведено исследование активных многополюсников с соединением цепей звездой. Целью 

работы является определение условий получения максимальной мощности в нагрузке и разработка спо-
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соба определения полного внутреннего сопротивления многофазного источника. Поставленная цель до-

стигнута с помощью методов наложения и аналитического поиска экстремума для активного трехполюс-

ника постоянного тока. Доказано, что необходимым условием получения максимальной мощности в 

нагрузке от такого трехполюсника является равенство активных сопротивлений источника и нагрузки в 

каждой ветви, так как только в этом случае уравнения в частных производных, на основании которых 

найден экстремум, становятся тождественно равными нулю независимо от электродвижущей силы ис-

точника. Научная новизна работы заключается в аналитически точном обосновании условия достижения 

максимума мощности и для n-фазной сети переменного тока с изолированными нейтралями – полное 

сопротивление каждой ветви нагрузки должно быть комплексно сопряженным сопротивлению этой же 

ветви источника. На основании этого решения предложен новый способ экспериментального определе-

ния внутренних сопротивлений n-фазного источника электрической энергии, основанный на подборе 

комплексно сопряженных сопротивлений нагрузки и источника. Процедура заключается в обеспечении 

резонанса напряжений в каждой фазе многополюсника переменного тока с помощью магазина индук-

тивностей и емкостей и, независимо от рода тока, итерационного подбора активных сопротивлений 

нагрузки поочередно в каждой фазе для получения максимальной суммарной мощности. Даны рекомен-

дации по необходимым действиям в случае малого внутреннего сопротивления источника для защиты от 

перегрузок по току. Показан пример реализации предложенного способа в среде виртуальной лаборато-

рии MULTISIM, приведены основные сведения о подготовке аналогичной модели в пакете MATLAB 

SimPowerSystem. Модель, созданная в MULTISIM, может быть использована при проведении виртуаль-

ных лабораторных работ для специалистов электротехнических специальностей. 
Ключевые слова: максимум поставляемой активной мощности, активный трехполюсник постоянного 

тока, многополюсник переменного тока, дифференциальные уравнения в частных производных. 

 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Оптимизация передачи электрической 

энергии от активного многополюсника к пас-

сивному является актуальной задачей и в тех-

нике связи, и в электроэнергетике, в том чис-

ле в автономных системах аварийного и ре-

зервного питания. В классической теории 

электротехники анализ передачи максималь-

ной мощности от источника в нагрузку огра-

ничен рассмотрением согласованного режима 

работы цепей на основании теоремы Тевени-

на о представлении источника постоянного 

или переменного тока, как активного двухпо-

люсника [1 – 5]. Получены решения для трех 

случаев: (i) определено оптимальное для до-

стижения максимальной мощности сопротив-

ление нагрузки, равное сопротивлению ис-

точника; (ii) найдено оптимальное сопротив-

ление источника для достижения этой же це-

ли (решение тривиально – источник должен 

быть идеальным); (iii) выполнен анализ для 

двухполюсников переменного тока и также 

найдены требуемые оптимальные соотноше-

ния – активное сопротивление нагрузки 

должно быть равно полному сопротивлению 

источника, включая реактивную составляю-

щую нагрузки. Последнее решение при воз-

можности регулирования активного и реак-

тивного сопротивления нагрузки сводится к 

случаю (i) [6 – 11].  

Такой подход справедлив для многофаз-

ных сетей при соединении ветвей звездой в 

случае заземленных нейтралей. Однако у 

многих потребителей (например, трехфазных 

двигателей или соединении ветвей треуголь-

ником) заземление нейтрали не выполняют. 

Анализ оптимальных соотношений в случае 

смещения нулевой точки из-за возможной 

асимметрии нагрузки и/или источника в ли-

тературе рассматривается редко и недоста-

точно полно. Анализ основывается на приме-

нении метода суперпозиции [12 – 14], кото-

рый наилучшим образом подходит для со-

единений звездой и позволяет получить ми-

нимальное количество уравнений для расчета 

таких соединений [15]. На основании этого 

метода в [16] были получены желаемые усло-

вия для случая линейных трехполюсников 

постоянного и переменного тока. Однако да-

же для трехфазной сети переменного тока 

получена система из шести нелинейных урав-

нений, поэтому доказательство выполнено 

нестрого, методом итерационного подбора, и 

не показано, как практически осуществить 

поиск таких параметров.  

Проблема технической реализации согла-

сования источника и нагрузки заключается в 

том, что экстремумы мощности при регули-

ровании параметров нагрузки являются неяр-

ко выраженными. Поэтому необходимо при-

менять методы прецизионного измерения па-

раметров источника и нагрузки, основанные, 

например, на подключении трех вольтметров 

и амперметров для каждой ветви [17 – 19]. 

Поэтому, кроме математического обоснова-
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ния метода, необходимо также разработать 

методику проведения экспериментальных 

исследований с учетом особенностей решае-

мой задачи.  

Не менее важной задачей является подго-

товка методической базы для проведения 

экспериментальных исследований электриче-

ских цепей различной сложности с учетом 

специфических особенностей как объектов 

изучения, так и методов [20]. Этим вопросам 

уделяется большое внимание, в контексте че-

го важно отметить две особенности – из всего 

многообразия методов при проведении экспе-

риментов желательно выбирать наиболее 

простые [21 – 23], а учитывая сложность и 

высокую стоимость прецизионного оборудо-

вания, во многих случаях целесообразно 

предварительно выполнить исследования на 

базе виртуальных лабораторий [24]. И на ос-

новании вышесказанного сформулируем цель 

и задачи работы. 

Цель работы – получение условий пере-

дачи максимальной мощности для линейных 

многополюсников постоянного и переменно-

го тока и обоснование способа эксперимен-

тального определения внутренних сопротив-

лений источника. 

Для достижения поставленной цели ре-

шим следующие задачи. 

Проведем анализ многополюсников по-

стоянного и переменного тока и покажем 

возможность применения идентичного под-

хода к ним для согласования работы источни-

ка и нагрузки.  

Разработаем процедуру эксперименталь-

ного определения параметров многофазного 

источника переменного тока. 

Покажем возможность реализации пред-

лагаемого способа на базе виртуальных си-

стем моделирования. 
 

I. УСЛОВИЯ ПЕРЕДАЧИ МАКСИ-

МАЛЬНОЙ МОЩНОСТИ АКТИВНЫМИ 

МНОГОПОЛЮСНИКАМИ 

Проанализируем требуемые условия пе-

редачи максимальной мощности для актив-

ных трехполюсников постоянного тока, по-

лученные в работе [2].  

Так как любой линейный активный или 

пассивный многополюсник может быть при-

веден к эквивалентной схеме с соединением 

звездой, то расчетная схема для трехполюс-

ников приводится к виду, показанному на 

рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Расчетная схема для трехполюсников 

постоянного тока. 1 

Расчет токов может быть выполнен мето-

дом суперпозиции, при использовании кото-

рого сопротивления отдельных цепей источ-

ника и нагрузки попарно складываются. По-

этому для сокращения записей обозначим 

1 4 14 2 5 25 3 6 36, , .r r r r r r r r r      

Тогда: 

 

 

 

14 25 14 36

1 25 36 2 36

1

2 14 3

25 3

6 1 36

2

1 25 2 14

3

6

,

,

,

.

E r r E r
I

E r r E r
I

E r E r
I

B

B

B

B r r r r r r

 


 


 


 

 (1) 

 

Мощность, потребляемая нагрузкой, рас-

считывается по формуле: 
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Найдем параметры нагрузки, при которых 

достигается максимум мощности.  

Для этого приравняем частные производ-

ные нулю и решим получаемую систему из 

трех уравнений: 

 

4 5 6

0,   0,   0,
P P P

r r r

  
  

  
  (3) 

 
которая принимает следующий вид: 

 

1 Appendix 1 
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Решение системы уравнений относитель-

но сопротивлений 4 5 6, ,r r r  дает два варианта 

ответов: 4 1 5 2 6 3,   ,     .r r r r r r       

Отрицательные значения тривиальны, так 

как все составляющие уравнений вырожда-

ются в 0, и решение не имеет физического 

смысла.  

Но важно отметить, что если подставить 

положительные значения в уравнения, то ра-

венство нулю достигается за счет сокращения 

отдельных слагаемых независимо от значе-

ний 1 2,E E . 

Тогда: 
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Суммарная мощность составит: 
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Рассмотрим работу с нагрузкой активного 

трехполюсника переменного тока (рис. 2). 

Здесь комплексные сопротивления нагрузки 

описываются шестью переменными: 

 

4 5 64 4 5 5 6 6,   ,     .z r jx z r jx z r jx        (8) 

 

 

Рис. 2. Расчетная схема для трехполюсников 

переменного тока. 2 

Расчет для схемы на рис. 2 выполняется 

аналогично предыдущему случаю, но в ком-

плексной форме. Поэтому значение активной 

мощности вычисляется по формуле: 
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Очевидно, что, как и в трехполюсниках 

постоянного тока, в уравнениях активной 

мощности все комплексные сопротивления 

присутствуют попарно. Поэтому, учитывая 

свойства комплексных чисел, вместо шести 

независимых уравнений необходимо решать 

только три. И тогда значения сопротивлений 

4 5 6, ,z z z , удовлетворяющих системе уравне-

ний 
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  (10) 

 

могут быть найдены аналогично решениям 

для постоянного тока. Но возможно большее 

количество реализуемых физически вариан-

тов: 
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И если использовать второе решение (12), 

то есть принять сопротивления ветвей 

2 Appendix 1 
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нагрузки равными комплексно сопряженным 
значениям источника:  
 

4 5 2 61 3,  , ,z z z z z z
  

     (13) 

 

то может быть сформулирован способ экспе-

риментального определения внутренних со-

противлений трехфазного источника.  

Очевидно также, что полученные уравне-

ния инвариантны к количеству фаз и способ 

определения параметров методом максимума 

мощности в нагрузке может быть использо-

ван и для n-фазных многополюсников. 

 

II. СПОСОБ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВНУТРЕННИХ  

СОПРОТИВЛЕНИЙ АКТИВНОГО  

МНОГОПОЛЮСНИКА 

Рассмотрим схему с неизвестными па-

раметрами источника , ,A B CZ Z Z  и нагрузкой, 

составленной из магазинов резисторов 

, ,A B CR R R , индуктивностей , ,A B CL L L , конден-

саторов , ,A B CC C C , трех амперметров 
1 2 3, ,A A A  

и трехфазного ваттметра W  (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Схема для определения внутренних  

сопротивлений трехфазного трехпроводного 

источника.3 

Задача состоит в том, чтобы, изменяя па-

раметры фазных сопротивлений нагрузки с 

помощью соответствующих магазинов, до-

биться максимально возможной активной 

мощности нагрузки (максимальных показа-

ний ваттметра). Искомые внутренние ком-

плексные сопротивления фаз источника будут 

равны сопряженным комплексным сопротив-

лениям соответствующих фаз нагрузки: 
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Алгоритм поиска сопротивлений нагруз-

ки состоит из трех этапов (рис. 4). 

 1. Учитывая, что в результате резонанса 

напряжения в схеме могут быть большие то-

ки, на стороне источника и на стороне 

нагрузки включают дополнительные сопро-
тивления. 

2. В каждой фазе по очереди с помощью 

магазинов конденсаторов C  или индуктивно-

стей L  создается резонанс напряжения, воз-

никновение которого определяется по макси-

муму показаний соответствующих ампермет-
ров. 

3. Далее, регулируя сопротивления 

, ,A B CR R R  получают максимальную суммар-

ную мощность фаз. Эта операция повторяет-

ся, пока максимальное значение суммарной 

мощности ваттметров не перестает увеличи-

ваться. Снятые с магазинов значения сопро-

тивлений позволяют по формулам (14) опре-

делить искомые внутренние сопротивления 

фаз источника. Такой путь поиска в некото-

рых случаях может приводить к получению 

нескольких экстремумов, очень незначитель-

но отличающихся по величине. Поэтому 

необходимо применять приборы с макси-

мально высоким классом точности. Кроме 

того, при использовании метода двух ватт-

метров показания приборов могут отличаться 

во много раз, что часто приводит к необходи-

мости переключения поддиапазонов и, соот-

ветственно, не позволяет получить данные с 

одинаковой точностью. Поэтому необходимо 

использовать метод трех ваттметров, когда 

даже при некоторой (реальной) несимметрии 

ветвей источника показания приборов близки 

друг к другу. 

Покажем пример нахождения внутренних 

сопротивлений источника переменного тока с 

помощью модели системы, созданной в среде 

MULTISIM (рис. 5), с предварительно «скры-

тыми» параметрами источника. 1. При резо-

нансе напряжения ток в ветви цепи достигает 

максимального значения, поэтому для его 

ограничения включим сопротивления 
 1lim 2lim 3lim 10 .R R R     

2. Будем добиваться резонанса напряже-

ния по очереди в фазе А, потом в фазе В и в 

фазе С. Так как 1 2 3 67,6 С С С F   , то 

 
6

1, 2, 3

10
47,11 .

2 3,14 50 67,6
C C CX   

  
 

 

Условия возникновения резонанса напря-

жения: 47,11 ,C LX X    что соответствует 

значению индуктивности 
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150 mH.А В СL L L    Подобрав значение ин-

дуктивностей в каждой фазе нагрузки, полу-

чаем: для фазы А – 
1 70 mH,L  ; для фаз В и С 

– 2 3 80 mH.L L   

 

YES 3.3

Search Pmax by RC

Increase or 
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2
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Рис. 4. Алгоритм процедуры определения внутренних сопротивлений источника.4 

При подборе значений индуктивности 

учитывалось, что индуктивность каждой фа-

зы состоит из неизвестной индуктивности 

источника и подобранной индуктивности 
нагрузки. Поэтому получаем: 

 

1 1 150 70 80 mH,src АL L L      

2 2 150 80 70 mH,src ВL L L      

3 3 150 80 70 mH.src СL L L      

3. Далее, используя метод простых итера-

ций, будем подбирать значения сопротивле-

ний 1 2 3, ,R R R  такими, чтобы получить 

наибольшее суммарное значение мощности 
трех ваттметров. 

В табл. 1 приведены результаты подбора 

значений активных сопротивлений для созда-

ния согласованного режима работы источни-

ка. 

По результатам подбора 1R , 2R , 3R  полу-

чим: 

 

1 1 1lim

2 2 2lim

3 3 3lim

13 10 = 3 ,  

12 10 2 ,

12 10 2 .

src

src

src

R R R

R R R

R R R
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2

3

80 mH,

70 mH,

70 mH.

src

src

src

L

L

L
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«Открыв» скрытые параметры источника, убеждаемся в том, что полученные данные совпада-

ют с установленными 

 

Рис. 5. Модель в MULTISIM для определения мощности методом трех ваттметров.5 

. 

Таблица 1.6 

Результаты поиска максимальной суммарной мощности.7 

 
 

 Аналогичные результаты получены и в 

среде Matlab Simulink (SimPowerSystem), где 

настройки осуществляются с помощью бло-

ков переменных резисторов, конденсаторов, 

индуктивностей и блоков задания их величи-

ны, управляемых, например, экстремальными  

регуляторами. 

Так, например, на рис.6 показана модель 

для поиска максимума активной мощности 

для цепей с уже настроенным резонансом. 

Сопротивления нагрузок изменяются с по-

мощью генератора линейно возрастающего 

сигнала Ramp с темпом 1 / s  и дополни-

тельного блока, сравнивающего попарно 

мощности в каждой ветви и формирующего 

дополнительное приращение темпа измене-

ния сопротивления так, чтобы мощности до-

стигли максимума примерно в одно и тоже 

5,6,7 Appendix 1 
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время. Источником может быть n-фазный 

многополюсник как переменного, так и по-

стоянного тока. 

 

Рис. 6. Модель трехфазного несимметричного источника с автоматизированным поиском  

максимальной мощности.8 

Результат работы модели приведен на 

рис. 7. Для заданных параметров источника 

1 2 311.8 , 12.0 , 12.6 , 220src src srcR R R E V      

получена максимальная мощность 2993 ,W  

что соответствует ожидаемому расчетному 

значению, однако искомые значения сопро-

тивлений определены с погрешностью 

0.05   из-за необходимости использования 

фильтров с постоянной времени 0.02 .s  

 

 

Рис. 7. Графики изменения величин  

сопротивлений и мощности в модели  

трехфазного несимметричного источника.9 

Дальнейшая доработка модели может 

быть направлена на применение экстремаль-

ных регуляторов, обеспечивающих поиск ре-

активных составляющих сопротивлений для 

обеспечения резонанса, а затем и активных 

составляющих для достижения максимума 

мощности. Такие регуляторы сделают модель 

инвариантной к степени несимметрии источ-
ника. 

Таким образом, предложенный способ 

поиска внутренних сопротивлений источника 

протестирован с помощью виртуальных мо-

делей в различных программных пакетах, что 

подтверждает возможность его использова-

ния и для некоторых классов реальных си-

стем питания с учетом допустимых токов, 

мощности. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. В работе решена задача получения 

максимальной мощности в многофазной 

нагрузке при соединении фаз источника и 

нагрузки звездой. Решение найдено методом 

суперпозиции и аналитического поиска экс-

тремума для активного трехполюсника по-

стоянного тока. Доказано, что необходимым 

условием получения максимальной мощности в 

нагрузке от такого трехполюсника является ра-

венство активных сопротивлений источника и 

нагрузки в каждой ветви, так как только в этом 

случае уравнения в частных производных, на ос-

новании которых найден экстремум, становятся 

8, 9 Appendix 1 
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тождественно равными нулю независимо от элек-

тродвижущей силы источника. Далее показано, 

что в комплексной форме уравнения, описы-

вающие многофазную сеть переменного тока, 

записываются аналогично цепям постоянного 

тока. Исходя из свойств комплексных чисел и 

принципа аналогии, становится возможным 

сформулировать условия достижения экстре-

мума мощности и для n-фазного источника 

переменного тока – должны быть эквива-

лентны как активные сопротивления, так и 

абсолютные значения реактивных сопротив-

лений в каждой фазе. Для получения макси-

мальной мощности полное сопротивление 

источника должно быть комплексно сопря-

женным с полным сопротивлением источни-

ка.  

2. На основании полученного результата 

предложен способ экспериментального опре-

деления внутренних сопротивлений как 

трехфазного, так и n-фазного источника элек-

трической энергии, основанный на подборе 

комплексно сопряженных сопротивлений 

нагрузки и источника. Процедура заключает-

ся в обеспечении резонанса напряжений в 

каждой фазе многополюсника путем подбора 

индуктивностей и емкостей для цепей пере-

менного тока, а затем, независимо от рода 

тока, итерационного поиска активных сопро-

тивлений нагрузки поочередно в каждой фазе 

для получения максимальной суммарной 

мощности. Учитывая, что поиск резонанса и 

согласованного режима работы может приво-

дить к перегрузкам по току, даны рекоменда-

ции для защиты сетей в случае малого внут-

реннего сопротивления источника. 

3. Тестирование предложенного способа 

проведено на виртуальных моделях трехфаз-

ных систем в программных пакетах MATLAB 

Simulink SimPowerSystem и MULTISIM. Мо-

дель в MATLAB также иллюстрирует воз-

можности автоматизированного поиска ре-

шения задачи и может быть дополнена реак-

тивными элементами и экстремальными ре-

гуляторами, которые позволят в автоматиче-

ском режиме найти все составляющие ком-

плексных сопротивлений нагрузки.  
 

 
APPENDIX 1 (ПРИЛОЖЕНИЕ 1) 
1Fig. 1. Circuit diagram of the three-pole DC. 
2Fig. 2. Circuit diagram of the three-pole AC. 
3Fig. 3. Circuit diagram for determining the internal 

resistances of a three-phase three-wire source. 

4Fig. 4. Block diagram for determining the internal 

resistance of the source. 
5Fig. 5. Model in MULTISIM for the determination 

of power by the method of three wattmeters.. 
6,7Table 1. Results of determining internal resistance 

and maximum of power. 
8Fig. 6. Model of a three-phase unbalanced source 

with automated maximum power search. 
9Fig. 7. Time response of values of resistances and 

total power in the model of three-phase source. 
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