PROBLEMELE ENERGETICII REGIONALE 2(13) 2010

УДК 539.3.01:532.12
АНАЛИЗ НЕКОТОРЫХ ДОПУЩЕНИЙ УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ-СТОКСА
Бударин В.А. Одесский национальный политехнический университет,
65044, Одесса, пр. Шевченко, 1
Аннотация. Статья посвящена анализу некоторых этапов вывода системы уравнений Навье-Стокса в координатной форме. Целью анализа является выяснение многолетних трудностей замыкания системы, причин  расхождения точных решений при малых числах Рейнольдса и возникновения неустойчивых решений при использовании компьютерных  программ.
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Rezumat. Articolul este consacrat analizei unor etape ale deducerii sistemului de ecuaţii Navier-Stokes. Scopul analizei este elucidarea  dificultăţilor multianuale ale închiderii sistemului, cauzelor de divergenţe ale soluţiilor precise la numerele mici ale Reinolds şi apariţia soluţiilor instabile oferite de programele specializate de calcul. 
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ANALYSIS OF SOME ASSUMPTIONS OF NAVIER-STOKES EQUATION 
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Abstract. Several stages of the derivation of Navier-Stokes equations in coordinate form are analyzed. The purpose of the analysis is the determination of long-term problems of system closure, of reasons for differences of exact solutions for low Reynolds numbers and the appearance of unstable solutions using computer programs.
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1.ВВЕДЕНИЕ
В основе теоретического описания конвективного теплообмена, взаимодействия текучей среды и твердого тела  во внешней и внутренней задаче гидродинамики, а также при расчете многих других процессов лежит система уравнений движения вязкой жидкости Навье-Стокса [1, 2]. На протяжении значительного периода времени удалось получить небольшое количество точных решений простых частных задач, которые имеют одно общее свойство -  решения справедливы при весьма малых числах Рейнольдса. Например, одна из задач, связанных с вязким течением на плоскости, возникающем при контакте с ней вихревой нити, справедлива при числе Re < 5,5. Для других задач эти числа Рейнольдса могут быть значительно меньше [3, 4]. 
В тепловой энергетике и во многих других областях такие числа Рейнольдса отсутствуют, что привело к разработке других методов расчета практически важных задач, среди которых выделим путь, основанный на расширении возможностей классических точных решений. Сюда относятся, в частности, осесимметричные и закрученные течения, течения с ускорением и др. [3]. Например, в работе [5] рассматривается распространение точного решения о течении вязкой затопленной струи Ландау на гидродинамические течения (идеальная жидкость) и акустические течения. Данный путь не получил широкого распространения в инженерной практике, однако является весьма полезным, например, при проведении сравнительных или тестовых расчетов.
Другим путем использования системы уравнений Навье-Стокса, которое имеет четыре неизвестных, является ее замыкание с помощью полуэмпирических уравнений теории турбулентности с последующим ее численным решением.  Весь комплекс проблем данной области рассматривается в Computer Fluid Dynamic (CFD). Этот путь оказался весьма плодотворным, и для его реализации разработаны специализированные математические пакеты Fluent, Esi_CFDrc, Flow Vision и др. Получаемые  результаты характеризуются  хорошей наглядностью, большим количеством вычисляемых параметров, но одновременно часто являются неустойчивыми и требуют сравнения результатов, полученных разными методами [6]. Тем не менее, электронные базы данных решенных задач постоянно пополняются и используются  проектировщиками.
Третьим путем получения уравнений движения является составление расчетной схемы частной задачи и применение к ней частного случая уравнения Навье-Стокса или непосредственно уравнения равновесия, следующего из правил теоретической механики. Примером такой задачи является течение Пуазейля [1, 4, 7]. Характерной особенностью получаемого этим путем результата является возможность применения решения для всех чисел Рейнольдса, вплоть до возникновения турбулентности. Это означает, что малые числа Рейнольдса в классических точных решениях не характеризуют физические особенности процесса, а отражают  свойство (недостаток) математической модели. Такой вывод следует, в частности, из результатов сравнения теории и эксперимента в задаче об определении сопротивления шара [4]. Данный путь получения уравнения движения требует хорошего понимания частного процесса для составления корректной расчетной схемы. Кроме того, существует вероятность возникновения скрытых допущений, что требует проведения эксперимента или сравнительных расчетов.
Анализ рассмотренных путей решений задачи движения  показывает, что наиболее информативное решение можно получить с помощью общего дифференциального уравнения движения, а учитывая недостаток математической модели, основанной на уравнении Навье-Стокса, ключевой задачей совершенствования методов расчета течений различных классов является выяснение причин возникновения ограничений по числу Рейнольдса. 
Одним из возможных ответов на этот вопрос является анализ уравнения для вычисления среднего давления, которое является дополнительной гипотезой, оправдываемой практикой [1].

 В настоящей статье обсуждается данная гипотеза, оценивается ее влияние на точные решения уравнения Навье-Стокса, а также предлагается путь исключения негативного влияния этой гипотезы. 
2.СРАВНЕНИЕ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ

Уравнение Навье-Стокса предназначено для описания течения широко распространенного частного вида текучей среды – вязкой ньютоновской жидкости. Основой для вывода этого уравнения послужило уравнение движения в напряжениях (Навье), которое в координатной форме имеет вид,
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где:  X, Y, Z – удельные массовые силы, м/с2 , pxx, pyy, pzz – проекции нормального напряжения на оси координат, Па,  ( - плотность, кг/м3
 ,  (ij – касательные напряжения, Па,        - полное ускорение частицы вдоль оси x, м/с2 ,     ux, uy, uz –проекции скорости на оси координат, м/с.
Уравнение (1) имеет девять неизвестных и требует для своего замыкания еще шесть уравнений.
Уравнение Навье-Стокса получено с целью сокращения количества неизвестных, что делает его  более пригодным для использования. В результате получена следующая система уравнений для несжимаемой ньютоновской жидкости [1].
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где: px, py, pz – проекции давления на оси координат, ( - кинематическая вязкость, 
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Эта система уравнений имеет четыре неизвестных и также незамкнута, как и система (1). Системы уравнений (1) и (2) являются нелинейными в связи с присутствием в правой части трех конвективных ускорений. 
3. КРАТКИЙ АНАЛИЗ СИСТЕМ (1) И (2)
1. Отличие систем в части нормальных сил состоит в разных результатах решения уравнений. Решив систему (1), мы получим компоненты нормального напряжения pxx, pyy, pzz , т.е. конечный результат расчета. Решив систему (2), мы получим промежуточный результат, который требует пересчета величины   p  в компоненты давления px = -pxx, py = -pyy, pz = -pzz.  Этот пересчет выполняется с помощью следующего линейного уравнения:
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Таким образом, уравнение (3) предполагает, что расчетная величина p (давление) является средним арифметическим от искомых компонент давления. В итоге имеет место противоречие между нелинейным характером уравнения (2) и предположением о линейном характере изменения результатов расчета. В общем случае такое допущение является некорректным и не может привести к положительным результатам расчета процесса течения. 
Задача осреднения результатов расчетов возникает и в других областях науки. Например, в технической термодинамике и в теории теплообмена существует много задач, в которых результаты решения нелинейных уравнений усредняются по нелинейным формулам [8, 9]. 
Однако для некоторых частных задач уравнение (3) можно считать справедливым, но при использовании еще одного допущения. Необходимо принять, что линейный закон осреднения (3) справедлив для нелинейной функции, что верно, если сократить интервал осреднения. В этом случае кривую можно заменить на отрезок прямой. 
Выводы 
1. Уравнение (3) содержит семантическую неточность, т.к. является приближенным. Более правильным является использование в уравнении (3) знака приближенного равенства. Отмеченное противоречие приводит к изменению статуса системы Навье-Стокса с точного на приближенное.
2. Требование малости интервала осреднения  для корректности уравнения (3) означает, что система (2) должна стать линейной, т.е. в правой части должна присутствовать только частная производная по времени, а конвективные ускорения должны стремиться к нулю. Это возможно, если компоненты скорости в выражениях для конвективных ускорений являются малыми, что соответствует малым числам Рейнольдса.
В настоящее время известные точные решения этой системы фактически подтверждают указанный вывод, т.к. они справедливы при Re ( 10-3… 5,5 [3].
4. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ И ЕГО ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ
В настоящее время общепризнанными являются три модели текучей среды: идеальная, невязкая и, наиболее общая, вязкая жидкость. Все эти модели взаимосвязаны между собой системой условий, и любые дополнительные уравнения, претендующие на роль замыкающих, должны учитывать эти взаимосвязи. На рисунке 1 показана взаимосвязь условий и математических моделей текучей среды, которые следуют из общего уравнения движения.
Таким образом, из уравнения (1) можно получить частные случаи уравнений движения для трех моделей текучей среды. В то же время более распространенной схемой получения этих же уравнений считается  упрощение системы Навье-Стокса [1]. Последний путь получения, например, уравнения Эйлера ( по условию ( = 0) не означает, что оно является также приближенным, так как имеет другой путь упрощения, следующий из точного уравнения. В то же время уравнения пограничного слоя содержат те же допущения, что и уравнения (2), и также должны считаться приближенными.
Модель невязкой жидкости должна считаться точной, так как никак не связана с уравнением Навье-Стокса, однако содержит шесть неизвестных, что ограничивает ее использование. Тем не менее, оно может использоваться для решения некоторых частных задач. Пример использования этой модели текучей среды для расчета разрывного течения вращающейся жидкости с двумя поверхностями давления приведен в работе [10].
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Рис. 1. Условия и результат их применения к общему уравнению движения (1)
5. ПЕРСПЕКТИВЫ КОРРЕКЦИИ СТАТУСА УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ-СТОКСА
1. Уравнения Навье-Стокса, а также приближенные (полуэмпирические) уравнения теории турбулентности, которые позволяют замкнуть  уравнение движения, составляют систему, все уравнения в которой приближенные.  Решение такой системы также должно считаться приближенным, что может проявиться в непрогнозируемых (неустойчивых) результатах. 

2. Из анализа допущений следует, что существенно улучшить возможности системы уравнений п.1 не представляется возможным. Более рациональным следует считать путь составления замкнутой системы уравнений на основе уравнений (1), дополнив ее шестью уравнениями по аналогии с используемыми в другой области механики сплошной среды – теории упругости.

3. Взаимосвязь различных уравнений такой системы можно иллюстрировать схемой рисунка 2. Силовое поле (напряжений) содержит три уравнения, т.к. вектор силы можно разложить на три составляющих. Поле скоростей деформаций содержит шесть уравнений, т.к. раскладываются векторы  линейных и угловых деформаций. В итоге получаем девять уравнений, образующих замкнутую систему. Из схемы также следует, что некоторые частные задачи можно решать с использованием  уравнений для любого поля с последующим пересчетом результатов в параметры второго поля с помощью уравнений связи. 
4. Рассмотренная схема взаимосвязей таких же уравнений, но с другим математическим содержанием, широко используется для решения частных задач в сопротивлении материалов [10]. Это дает надежду, что при более подробной разработке уравнений рисунка 2 возможно продвинуться на пути создания новых расчетных методов решения задач механики жидкости и  газа с учетом влияния температуры и давления.
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Рис.2. Взаимосвязь физических полей и уравнений, возникающих при воздействии на текучую среду системы внешних сил.
6. ВЫВОДЫ
1. В результате анализа процесса вывода системы уравнений Навье-Стокса найдено противоречие, которое требует изменения статуса системы с точного на приближенный.

2. Для замыкания общего уравнения движения жидкости и его частных случаев предлагается использовать теорию деформационного движения, аналог которой плодотворно используется в другой области механики сплошной среды – теории упругости.
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Уравнение движения в напряжениях (1)
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